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P�ISOMAP:一种新的对邻域大小不甚敏感的数据可视化算法

邵 � 超1, 2
,黄厚宽

1
,赵连伟

1

( 1�北京交通大学计算机与信息技术学院,北京 100044; 2�河南财经学院计算机科学系,河南郑州 450002)

� � 摘 � 要: � ISOMAP算法对邻域大小敏感,而邻域大小却难以有效选取.本文根据二阶最小生成树不含有 �短
路  边的特性提出了能有效删除邻域图中的 �短路  边因而对邻域大小不甚敏感的 P�ISOMAP算法.由于避免了

邻域大小难以有效选取的问题,该算法能更容易地对数据进行可视化,也获得了一定程度的拓扑稳定性和鲁棒

性.实验结果很好地验证了该算法的有效性.
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Abstract: � The success o f ISOMAP depend s greatly on choo sing a su itable neighborhood size, how ever, it is still

an open prob lem how to do th is effectively. Based on characteristics o f the SOM ST ( Second�O rderM in im al Spann ing

Tree) inw h ich shortcut edges can be avo ided, th is paper presen ted a variant of ISOMAP, .i e. P�ISOMAP ( Pruned�ISO�
MAP) . P�ISOMAP can p rune effectively sho rtcut edges ex isted possib ly in the neighborhood graph accord ing to their

co sts over the SOM ST, and thus ism uch less sensitive to the neighborhood size than ISOMAP. Consequently, P�ISO�
MAP can be app lied to data v isualizationm ore easily than ISOMAP for the open prob lem described above can be avo i�
ded to a certain exten ;t in add ition, P�ISOMAP can also be more topolog ically stab le and robust than ISOMAP. F inally,

the feasib ility and effectiv ity of P�ISOMAP can be verif ied by experim ental resu lts very w el.l
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1� 引言

� � 作为一种有效的非线性降维技术, ISOMAP算法
[ 1]
采用

能有效表征数据全局几何结构的测地距离对古典 MDS算法

进行了非线性扩展,从而能很好地对嵌入在高维欧氏空间中

的低维非线性流形如 sw iss roll数据集等进行可视化.

ISOMAP算法只有一个参数 !! ! 邻域大小,并且对它

比较敏感;然而,如何对它进行有效的选取目前还是一个

尚未解决的难题.众所周知,一个合适的邻域大小不应在

邻域图中引入 �短路  ( shortcu t)边 [ 2]
.为此,本文提出了

ISOMAP算法的一个变种 ! ! ! P�ISOMAP ( Pruned�ISO�
MAP)算法,通过有效删除邻域图中的 �短路  边能极大地
削弱 ISOMAP算法对邻域大小的依赖程度,从而能更容易

地对数据进行可视化,也获得了一定程度的拓扑稳定性和

鲁棒性.

2� ISOMAP算法

� � 在数据的全局几何结构未知 (通常呈非线性 )的情况

下,欧氏距离只在很小的邻域内才有意义
[ 3]
,因此,我们需

要用这些已知的局部欧氏距离来逼近能有效表征数据全

局几何结构的测地距离. ISOMAP算法就是这么做的:用邻

域图来表达数据的邻域结构,并用邻域图中的最短路径长

度来对测地距离进行逼近,然后运行古典 MDS算法,在低

维可视空间中对数据的全局几何结构进行直观展现,从而

实现了对数据的可视化. ISOMAP算法可简要描述如

下
[ 1]
:
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� � ( 1)对于大数据集,为降低计算量,从中选取 n个代表

点以执行下面的操作.选取方法很多, 本文采用的是矢量

量化方法,因为它能得到更具代表性的数据点,可视化效

果会更好
[ 4]
;

( 2)用 K�近邻法 ( K �nearest neighbors)创建能正确表达
数据邻域结构的邻域图,这需要一个合适的邻域大小 K;

( 3)运行最短路径算法得到所有数据间的最短路径长度;

( 4)将这些最短路径长度作为输入运行古典 MDS算

法,将数据重建在一个低维可视空间中.

如果数据具有良好抽样且位于内在扁平的单一流形

之上,那么 ISOMAP算法能否被成功运用就完全依赖于邻

域大小的合适与否了.人们通常根据最终映射 �质量  的高
低来对邻域大小进行合适的选取

[ 5]
,用残差

[ 1]
( residual va�

riance)来进行衡量: 1- �2D̂X (K )DY
,其中, D̂X 和DY 分别为数据

在原数据空间中的测地距离矩阵 (由最短路径长度来进行

逼近,在给定数据集的情况下为邻域大小 K的函数 )和在

低维可视空间中的欧氏距离矩阵,而 �D̂X (K )DY
则为它们之间

的线性相关系数.残差越小,映射的 �质量  就越高,邻域大

小也就越合适.因此,最优邻域大小可定义如下
[ 5]
:

K op t= arg m in
K

( 1- �2D̂X (K )DY ) ( 1)

由于残差用到了 ISOMAP算法的运行结果Y,因此,计

算残差需要运行整个 ISOMAP算法.另外,残差只能衡量

两个邻域大小的相对合适程度,而不能用来判断某一个邻

域大小的合适与否;同时,残差还具有多峰性 (m ultim odali�
ty),因此,该方法需要就每一个可能的邻域大小分别计算

相应的残差,这是极其耗时的,从而也使邻域大小难以有

效选取.

3� P�ISOMAP算法

� � 一个合适的邻域大小应能使相应的最短路径长度对

测地距离进行精确逼近,为此,邻域大小应以不引入 �短
路  边为限.如果能对邻域图中可能存在的 �短路  边进行
鉴别和删除的话,我们就可以极大地削弱邻域大小的影

响,从而可以避免邻域大小难以有效选取的问题.

定义 1� 某个数据集的最小生成树 (M in im al Spann ing

T ree, M ST )指的是由该数据集生成的完全图 ( comp leted

graph )上的最小生成树.

定义 2� 某条边在最小生成树上的成本 ( cost)指的是

在这个最小生成树上用以连接该边两个端点所需的最少

边数. 如果这个最小生成树上的所有权重都设定为 1的

话,那么这个最少边数也就等于最短路径长度.

众所周知,最小生成树能有效避免 �短路  边 [ 6]
,从而

使 �短路  边的两个端点在这个最小生成树上相距要比非
�短路  边远得多,可以用成本来进行衡量,如图 1( a - b )

所示.然而,最小生成树过于稀疏,从而会使某些非 �短路  

边的成本也很大,难以将其和 �短路  边进行区分,如图 1( c

- d )所示.

针对最小生成树过于稀疏的问题,我们采用类似于文

献 [ 6]中组合最小生成树的方法;为了能同样有效地避免

�短路  边,我们仅采用两个最小生成树组合而成的二阶最

小生成树 ( Second�O rderM in im al Spann ing T ree, SOM ST ),

实现步骤如下所示: ( 1 )在给定数据集的完全图上计算最

小生成树; ( 2)将其从完全图中删除,再次计算最小生成

树,合并这两个最小生成树就得到了二阶最小生成树.

我们用 Prim 算法来计算最小生成树, 时间复杂度为

O (n
2
)
[ 7]

( n为数据点的个数 ),该时间复杂度要明显小于

最短路径算法和古典 MDS算法的时间复杂度. 在二阶最

小生成树上对成本的定义和定义 2类似,只是把其中的最

小生成树换成了二阶最小生成树.

和最小生成树相比,在大多数情况下,二阶最小生成

树同样能很好地避免 �短路  边;同时,二阶最小生成树还

能在很大程度地避免某些非 �短路  边成本过大的问题,如

图 2所示.

如上所述, �短路  边的成本明显要比非 �短路  边大.

如果能找到这样的阈值,使 �短路  边的成本都比它大,而

非 �短路  边的成本都比它小,那么我们就可以删除邻域图

中的这些 �短路  边了,从而可以更容易地对邻域大小参数
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进行指定,这就是 P�ISOMAP算法:

( 1)对于大数据集,为降低计算量,用矢量量化方法从

中选取 n个代表点以执行下面的操作;

( 2)给定一个邻域大小 K,用 K �近邻法创建相应的邻
域图;

( 3)删除邻域图中可能存在的 �短路  边.

( a )创建该数据集的二阶最小生成树,将其中的权重

都设定为 1;

( b )在这个二阶最小生成树上运行最短路径算法得到

邻域图中所有边的成本;

( c)选取一个合适的阈值 �(见下一节 );

( d )对邻域图中的每一条边,如果它的成本大于 �,就

视其为 �短路  边,从邻域图中删除.

( 4)在删除了 �短路  边的邻域图上运行最短路径算法
得到所有数据间的最短路径长度.

( 5)将这些最短路径长度作为输入运行古典MDS算

法,将数据重建在一个低维可视空间中.

4� 阈值 �的选取

� � 尽管 P�ISOMAP算法仍然需要指定一个邻域大小K,

但对它的依赖程度已经被极大地削弱了,从而可以比较容

易地对其进行指定.然而,为能有效删除邻域图中可能存

在的 �短路  边,对阈值 �的选取至关重要.

由于 �短路  边的成本明显要比非 �短路  边大得多,如

果邻域图中出现了非 �短路  边,邻域图中的所有成本就可

以很明显地分为两组甚至多组,如图 3所示.因此,我们可

以按照以下步骤对阈值 �进行选取:

( 1)计算每一个成本对应的边数:

s( i ) = ∀
p

j = 1

I ( cost( j), i), � i= costm in, #, co stm ax ( 2)

其中, p为邻域图中边的条数, cost( j)为邻域图中第 j条边

的成本, co stm in和 costm ax分别为邻域图中的最小成本和最大

成本,函数 I ( x, y)在 x = y时返回 1,否则返回 0.

( 2)从 costm in开始沿着成本从小到大的方向进行搜索.

( 3)如果 s ( i) = 0,则此时的成本就作为阈值 �(如图 3

( b- c )中的五星所示 ),搜索结束.

( 4)如果搜索到 co stm ax依然无法满足步骤 3中的条件

(即 s ( i) = 0 )时,就说明该邻域图不存在 �短路  边,可以将

costm ax作为阈值 �(如图 3( a )中的五星所示 ).

5� 实验结果

� � 这一节,我们在包含 2000个随机数据点的 sw iss ro ll

数据集
[ 1]

(如图 4( a )所示,为降低计算量,我们采用 MAT�
LAB v6. 5工具箱中的 k�均值算法从中选取了 500个代表

点 )上以不同的邻域大小 K分别运行 ISOMAP算法和 P�
ISOMAP算法,以验证 P�ISOMAP算法是否能有效删除邻

域图中的 �短路  边,进而是否能削弱 ISOMAP算法对邻域

大小的依赖程度.实验结果分别如图 5~ 7所示.

从图 5~ 7可以看出, P�ISOMAP算法能有效删除邻域

图中的 �短路  边 (分别如图 6 ( a )和图 7 ( a )中的虚线所
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示 ),从而削弱了 ISOMAP算法对邻域大小的依赖程度:在

K = 12和 K = 16时, P�ISOMAP算法依然能很好地对数据

的全局几何结构进行直观展现,而 ISOMAP算法则会造成

一定程度的扭曲,分别如图 6(b - c )和 7 (b - c)所示.

众所周知,二阶最小生成树和 ISOMAP算法对噪音都

比较敏感,为验证 P�ISOMAP算法是否能缓解这一问题,

我们在带有噪音的 sw iss ro ll数据集
[2]

(如图 4( b )所示,我

们同样从中选取了 500个代表点 )上以同样的邻域大小再

次运行这两个算法,实验结果分别如图 8~ 10所示.从中我

们可以看出, P�ISOMAP算法依然能有效删除邻域图中的

�短路  边 (分别如图 8( a )、图 9( a )和图 10( a )中的虚线所

示 ),进而依然能很好地对数据的全局几何结构进行直观

展现,从而获得了一定程度的拓扑稳定性和鲁棒性.

由于残差可用来衡量邻域大小的相对合适程度.因

此,我们又计算了这两个算法在以上两个数据集上的残

差,如图 11所示,从中可以进一步验证以上结论.

6� 小结

� � 针对 ISOMAP算法对邻域大小比较敏感而邻域大小

在实际中却难以有效选取的问题,本文根据二阶最小生成

树在大多数情况下都不存在 �短路  边的这一特性提出了

P�ISOMAP算法.该算法能有效删除邻域图中的 �短路  
边,从而对邻域大小不再像 ISOMAP算法那样敏感,能更

容易地对数据进行可视化,也获得了一定程度的拓扑稳定

性和鲁棒性.

P�ISOMAP算法能成功运行的依据是二阶最小生成树

具有不存在 �短路  边的特性,由于这一特性在大多数情况

下都能成立,从而使该算法具有良好的推广性,在其它低

维非线性流形如 S形数据集上也有很好的表现.
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